Int. J. Heat Mass Transfer.

Vol. 15, pp. 1615-1630. Pergamon Press 1972. Printed in Great Britain

DAS KUHLUNGSPROBLEM BEI LAMINAREN
GRENZSCHICHTEN REALER GASE

GUNTER ROMBERG

(Received 11 January 1971)

DFVLR-Institut fiir Theoretische Gasdynamik, D-51 Aachen, Theaterstr. 13, Deutschland

Zusammenfassung— Untersucht wird die laminare Grenzschicht an einer mit geringer Unterschallge-
schwindigkeit lingsangestromten Platte bei vorgegebener Wandtemperatur. Das Medium ist ein Gemisch
thermisch vollkommener Gase. An irreversiblen inneren Veridnderungen treten Schwingungsrelaxationen
auf. Zwei Mechanismen der Energieiibertragung werden untersucht: Parallel- und Reihenerregung. Wenn
die Grenzschichtstrémung nur wenig von der Gleichgewichts- oder der eingefrorenen Strémung abweicht
und die Differenz zwischen der Wandtemperatur und der Anstromtemperatur hinreichend klein ist,
ergeben sich Ahnhchkeltslosungen fiir die Grenzschicht. Das thermodynamische Nichtgleichgewicht kann
den ortlichen Wirmeiibergang in einem bestimmten Eckertzahlbereich wesentlich beeinflussen. Starke
Beeinflussung des oOrtlichen Warmeiibergangs durch thermodynamisches Nichtgleichgewicht kann
besonders bei polyatomaren Kiihimitteln auftreten.
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BEZEICHNUNGEN
Integrationskonstante :
Konstanten, Gleichung (5,3);

Auf die Masseneinheit des
Mediums bezogene spezifische
Wirme der v-ten relaxierenden
Molekiilschwingungsart :
gefrorene spezifische Wirme der
Masseneinheit des Mediums bei
konstantem Druck ;

spezifische Wiarme der Massen-
einheit des Mediums bei kon-
stantem Druck in Gleichgewichts-
stréomung ;

Kennzahl, Gleichung (5.13);
Kennzahl, Gleichung (4.16):

Konstante, Gleichungen (4.2),
(4.7) und (4.8);

Damkaohlerzahlen, Gleichung
(2.23):

Eckertzahl mit ¢,, gebildet,
Gleichung (2.22);

Eckertzahl mit ¢, gebildet:
kritische Eckertzahlen, Gleichun-
gen (4.26) bzw. (5.41);

Funktion von Z, Gleichung
(5.22);

F(n),

Nu,,,

D,
p.t

Funktion in der Blasiusldsung,
Gleichung (3.1);
Massenkonzentration der Kom-
ponente o ; r
Verzerrungsfunktion, Gleichung
(5.2):
Energiestromdichte,
(2.1);

Kennzahl, Gleichung (2.24);
Kennzahl, Gleichung (4.9);
charakteristische Bezugslange ;
Anzahl der relaxierenden Mole-
kiilschwingungsarten ;
gefrorene Machzahl;
ortliche Nusseltzahl,
4.22);

Ortliche Nusseltzahl bei Gleich-
gewichtsstrémung;

ortliche Nusseltzahl bei
gefrorener Strémung ;
Druck:
dimensionsloser
chung (2.11);

Gleichung

Gleichung

ein-

Druck, Glei-

+ Die Striche bei den in Gleichung (2.11) eingefithrten
dimensionslosen Grdssen werden im Anschluss an Gleichung
(2.11) der Einfachheit halber wieder fortgelassen.
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Prandtlzahl mit ¢,, gebildet,
Gleichung (2.22):
Prandtlzahl mit ¢, gebildet:

universelle Gaskonstante :
Reynoldsche Zahlen, Gleichung

(2.21):

Zeit:

Temperatur der aktiven Freiheits-
grade:

Temperatur der aktiven Freiheits-
grade bei Gleichgewichts-
stromung
Schwingungstemperatur der v-ten
relaxierenden = Molekiilschwin-
gungsart

charakteristische Wandtempera-
tur in 2, Wandtemperatur in 3 bis
5:

x- bzw. y-Komponente der Stro-
mungsgeschwindigkeit :
dimensionslose x- bzw. y-Kompo-
nente der Stromungsgeschwindig-
keit, Gleichung (2.11);
Stromungsgeschwindigkeit ;
Molekulargewicht des Gasge-
misches :

Molekulargewicht der Kompo-
nente o

kartesische Koordinaten ;
dimensionslose kartesische Ko-
ordinaten, Gleichung (2.11):
innere Variable, Gleichung (5.2):
verzerrte  Ahnlichkeitsvariable,
Gleichung (5.22);

Verhiltnis der gefrorenen spe-
zifischen Wirmen:

Storparameter, Gleichung (5.4)
bzw. (4.1);

Ahnlichkeitsvariable, Gleichung
(3.2):

(T—-T T, - T.):

1 Die Striche bei den in Gleichung (2.11) eingefiihrten
dimensionslosen Grossen werden im Anschiuss an Gleichung
(2.11) der Einfachheit halber wieder fortgelassen.
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Indizes
o0,

(1, =TT, — T,):

3 bei Gleichgewi :htsstromung :
9 bei eingefrorener Stromung:
abkiirzende Bezeichnungen,
Gleichungen (4.4) und (4.5):
Entwicklungskoeffizient,
Gleichung (4.1):
Entwicklungskoeffizient,
chung (5.4);

Funktion von #, Gleichung (4.13):
Funktion von #, Gleichung (5.11):
charakteristische  Schwingungs-
temperatur der v-ten Molekiil-
schwingungsart (Tabelle 2):
Funktion von #, Gleichung (5.15):
Wirmeleitfahigkeit,  Gleichung
(2.1):

Reibungskoeffizienten, Gleichung
(2.5):
Volumenviskositit,
(2.5):
Integrationsvariablen :
Dichte:
dimensionslose Dichte, Gleichung
(2.11):

abkiirzende Bezei~hnung,
Gleichung (5.33):
Relaxationszeiten,
(2.9) und (2.10):
abkiirzende Bezeichnungen,
Gleichung (2.16).

Glei-

Gleichung

Gleichungen

geeigneter Bezugszustand in 2,
Anstrémung in 3 bis 5.

1. EINLEITUNG

GEGENSTAND der Untersuchung bildet die
laminare Temperaturgrenzschicht an einer mit
kleiner Unterschallgeschwindigkeit lingsange-
stromen ebenen Platte bei vorgegebener Wand-
temperatur. In der Grenzschicht sollen so hohe
Temperaturen und so geringe Dichten vorkom-
men, dass Abweichungen vom ungehemmten
thermodynamischen Gleichgewicht eine Rolle
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spiclen. Die zu behandelnde Plattengrenz-
schicht kann bei der Berechnung von Kiihl-
rohreinlaufstrémungen Verwendung finden.
Eine physikalisthe Situation, charakterisiert
als laminare Stromung bei geringen Unter-
schallgeschwindigkeiten, geringen Dichten, aber
hohen Temperaturen, so dass Abweichungen
vom  ungehemmten  thermodynamischen
Gleichgewicht eine Rolle spielen, kann erwartet
werden in Kiihlrohren eines Staustrahltrieb-
werksreaktors beim Hyperschallflug in grossen
Hohen (siehe [3], 1.3). Abbildung 1 zeigt einen

L‘-—* Diffusor ———-——u»-|Reaktorl= Duse
|

[

Austritt

———-

—

-

Eintritt
des Mediums

ABB. 1. Langsschnitt durch ein Staustrahitricbwerk mit
Atomreaktor statt Brennkammer (schematisch).

Langsschnitt durch ein Staustrahltriebwerk,
bei dem ein Atomreaktor an die Stelle der
Brennkammer tritt. Das eintretende Medium
wird durch ein Stoss-System verdichtet und auf
Unterschallgeschwindigkeit gebracht, stromt
dann durch einen Unterschalldiffusor in das
Kiihlrohrsystem des Reaktors und anschliessend
in die Triebwerksschubdiise.

2. GRUNDGLEICHUNGEN UND
GRENZSCHICHTNAHERUNG

Die nachfolgende Grenzschichtuntersuchung
geht von folgenden Annahmen aus:

(1) Das Medium ist ein Gemisch thermisch
vollkommener Gase. Zwischen Rotation und
Translation herrscht thermisches Gleichgewicht.
Flektronenanregung kann vernachldssigt wer-
den. An irreversiblen inneren Verdnderungen
treten nur Energieausgleichsprozesse auf, und
zwar  zwischen  Molekiilschwingungsarten
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(vibrational modes) unter sich sowie zwischen
Molekiilschwingungsarten und den aktiven
Freiheitsgraden (d. h. das thermodynamische
System bestehend aus Translation, Rotation
und allen Molekiilschwingungsarten, welche
mit der Translation im thermischen Gleich-
gewicht sind).

(2) Keine dusseren Krifte, keine elektro-
magnetischen Erscheinungen, keine chemischen
Reaktionen.

(3) Fiir die Stoffbeiwerte (Transportkoeffizi-
enten, spezifische Wirmen, Relaxationszeiten)
kénnen konstante Werte benutzt werden.

Die Strémung ist.

(4) laminar,

(5) stationdr und zweidimensional.

(6) Massendiffusion der  chemischen
Bestandteile des Gasgemisches ist vernachlis-
sigbar.

(7) Die phiinomenologische Beziehung fiir die
Energiestromdichte J,, mittels derer man den
Fluss nichtmechanischer Energie durch die
Oberfliche des stromenden Massenteilchens
beschreibt, kann in der Form

J,=—xgrad T (2.1)

geschriecben werden. x bedeutet eine positive
Konstante und T die Temperatur der aktiven
Freiheitsgrade (wegen phénomenologischer
Bezichungen bei Nichtgleichgewichtsstromun-
gen siehe [3], 2.4). Annahme (7) impliziert. dass
fiir die betrachtete Grenzschichtstromung Kopp-
lung zwischen dem  Transport nicht-
mechanischer Energie und der Schwingungs-
relaxation vernachldssighar ist. Annahme (3)
erscheint gerechtfertigt, wenn die Stréomungs-
geschwindigkeit und die Differenz zwischen der
Wandtemperatur und der Temperatur der
Aussenstromung  hinreichend klein bleiben.
Wegen (2) scheidet natiirliche Konvektion aus.

x und y bedeuten kartesische Koordinaten, v
steht fiir die Strémungsgeschwindigkeit mit
den Komponenten u and v in x- bzw. y-
Richtung. p ist der Druck und p die Dichte.
Unter den aufgefithrten Annahmen gelten
folgende Grundgleichungen: Kontinuitétssatz:
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d(pu)  d(pv)
“ox dy

Impulssitze fiir die x- und y-Richtung:

=0

(2.2)

Ju ou ap _0 ..
p(ua + va;)u ——5}; + uAu +u5;d1V1’,

(2.3)
v ov op 0
p(a—x-%vé—}—;) ~ 3 +,u.Av+,ua divw,
(2.4)
wobei abkiirzend
ntug=140 (2.5

gesetzt ist. u steht fiir den Reibungskoeffizienten
und pug fiir die Volumenviskositit.

Energiesatz:
P 2 T+ Zm: c T} = xAT
Dt Cor R who ([ &
T3} d
tulvolrd  (26)
ox  dy
mit der Dissipation
du o\ 1fdv  ou\?
o=al(G) () 15 5)]
+ (7 — wdivie. (2.7)

¢, bezeichnet die gefrorene spezifische Wirme
der Masseneinheit des Mediums bei konstantem
Druck. ¢, und T, bedeuten die auf die Massenein-
heit des Mediums bezogene spezifische Wirme
bzw. die Temperatur der v-ten relaxierenden
Molekiilschwingungsart (vibrational mode). Die
Anzahl der relaxierenden Molekiilschwingungs-
arten betrage m. Unter gefrorener spezifischer
Wirme hat man die spezifische Wirme der
aktiven Freiheitsgrade zu verstehen.

Thermische Zustandsgleichung (R = univer-
selle Gaskonstante).

R

W W 28)

P=iTip 5= L

x

Das Gasgemisch baut sich auf aus n Kom-
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ponenten o mit den Massenkonzentrationen g,
und den Molekulargewichten W,

Die Bezichungen (2.2) bis (2.8) liefern bei
festem g, W, (@ =1,....,m) m und n finf
Gleichungen fiir die Variablen p, p. T u, v, T,
(v = 1,..., m)als Funktionen der unabhéngigen
Variablen x, y und der Parameter p, fi. x. c,,.
o fv=1...,m).

Die noch fehlenden Beziehungen bilden die
Relaxationsgleichungen.

Wir behandeln nebeneinander die Fille der
Parallelerregung mit beliebig vielen relaxieren-
den  Molekillschwingungsarten und  der
Reihenerregung {(bei einem chemisch einheit-
lichen Gas) mit zwei relaxierenden Molekiil-
schwingungsarten. Bei Parallelerregung konnen
die relaxierenden Molekiilschwingungsarten
nicht unter sich, sondern nur mit den aktiven
Freiheitsgraden Energie tauschen. Im Falle der
Reihenerregung kann eine der relaxierenden
Molekiilschwingungsarten nur mit den aktiven
Freiheitsgraden und der zweiten relaxierenden
Molekiilschwingungsart direkt Energie tau-
schen. Die zweite relaxierende Molekiil-
schwingungsart kann nur mit der ersten Energie
tauschen, und zwar durch einen rein internen
Molekiilprozess.

Wir setzen folgendermassen an ([1], H, 8 u.
H,9):

Parallellerregung:
DT, T-T,
Y= v =1,...,m). 29
Dr o (v m} (29
Reihenerregung:
DTI T"_ n T2 - Tl
= + S
D: Tri Tr2
DT, T, -1
—_—=—", 2.10
Dt TR1 (210

Der Operator D/Dt bedeutet substantielle
Differentiation, t,(v=1,...,m), g1, 7Tz
bezeichnen (konstante) Relaxationszeiten, Bei
Reihenerregung bezieht sich der Index 1 auf
diejenige Molekiilschwingungsart, welche direkt
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Energie mit den aktiven Freiheitsgraden tau-
schen kann.

Die Bezichungen (2.2) bis (2.10) liefern fiir
Parallel- und Reihenerregung ein vollstindiges
Gleichungssystem fiir p, p, T, die T,, u und v
als Funktionen von x, y und der Parameter p,
g, cpre,(v=1....mundr, (v=1,...,m
bzw. 1, (v = 1, 2).

Ubergang auf dimensionslose Grossen :

ul - u vl _ v ro_ p
Ivnol, I;:O‘la p Poo,
T—T T,— T,
p, = pza '9: ”0’ ‘9V=_—"—-_'9
PocVeo Tw - Tft} Tw - Tno
X
X =5 Y —% @.11)

Der Index oo bezieht sich auf einen geeigneten
Bezugszustand. T, ist eine Wandtemperatur, |
eine charakteristische Linge. Das gewonnene
vollstindige Gleichungssystem geht durch die
Transformation (2.11) nach einiger Rechnung
iiber in die folgende Form, wenn die Striche der
Einfachheit halber wieder fortgelassen werden:

dpu) | Apv) _
et =0 2.12)
5u N ou\ ap 1 52u+62
Yt %) T Tax T RGBS T 5y
1 8 féu v
t 6x(0x + ) 2.13)

P\%ax dy/ 8y  Re\ox?  ay?

1 0fou ov
+ ﬁ@(@} + -a—y) (2.14)

(2 2)0rS k(2 22)
P\ T Yy »\¥a TV

p=1

6p ap 1 [0*8 &*8
= E e | 4 —
r\* ( 0x 8y) T ReP rf(ax2 * ay*

1

ECI¢1+ ch(:‘;- — —~)d)2 (2.15)
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mit
uy fov 2} (60 Bu)
S ORI EIESS:
ou  ov\?
o, = (5} + 5) . (2.16)
p_v-1 1
== 3+ . 2.17
p  vrEc ny}no @17)
Parallelerregung
a3, 0%
u'ax— + U‘a—y— —-D‘,(s - 9‘,)
v=1,...,m {2.18)
Reihenerregung:
o9 084
u-é;l + vz =D (-8,
+ Dgy (8, - 9y), (2.19)
8 09
u-éf + v~6—; =Dp,(9 — %,).  (220)

In Gleichungen (2.13) bis (2.20) treten folgende
dimensionslose Kennzahlen auf:

Das Verhiltnis der gefrorenen spezifischen
Wirmen vy, die mit der gefrorenen Schall-
geschwindigkeit gebildete Machzahl M, ., die
Reynoldszahlen

Re = lv@lpmi’

u
die mit ¢, , gebildete Prandtzahl und Eckertzahl

, (2.21)

2

Cor i v
Pr, = 21 - .

Ty w Ec, ATy — ToY (2.22)

die Damkdohlerzahlen

D= l-(v =1,...,m} bzw.
ol
I}

Dy, = m(v =12y (223

und die Kennzahlen
K, =(v=1,..,m. (2.24)

Cps
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Bei der Abschitzung der Grossenordnung der
einzelnen Glieder in den Bilanzgleichungen
(2.12) bis (2.15) kann man dhnlich vorgehen
wie im klassischen Falle K,, =0(v =1,.... m).

Unter der Zusatzvoraussetzung

En
Re> 1, 2L <t PrRes 1| (229)

Re/Re von der Grossenordnung eins
ergeben sich die Grenzschlichtgleichungen:

Hup)  (vp)
x oy

?ﬁ+5“>__§2+4_
P\ T Y%y ) T T ox

=0, {2.26)

(2.27)

Der Impulssatz fiir die y-Richtung enthalt nur
Glieder hoherer Ordnung und scheidet aus.
Die Relaxationsgleichungen hingegen bleiben
ungeédndert.

3. PLATTENGRENZSCHICHT

Wir beschrinken uns im folgenden auf die
Grenzschicht an einer ldngsangestromten
ebenen Platte der Lange ! bei vorgeschriebener
Wandtemperatur T,,. Der Index oo bezieht sich
von nun an auf die homogene Anstromung,
welche sich im ungehemmten thermodynami-
schen Gleichgewicht befinden soll. Die positive
x-Richtung fallt mit der Anstromrichtung
zusammen, und der Ursprung des kartesischen
Koordinatensystems liegt in der Plattenvorder-
kante. Wir nehmen die Anstromgeschwindigkeit
und die Temperaturdifferenz T, — T, hin-
reichend klein an, so dass in den Grenzschicht-
gleichungen (2.26) bis (2.28) p = 1 gesetzt werden
darfl. Die Grenzschichtgleichungen (2.26) bis
(2.28ymit p = L und dp/dx = Qbilden zusammen
mit den Relaxationsgleichungen (2.18) bzw.
(2.19). (2.20) ein vollstindiges Gleichungssystem

ROMBERG

firu, v, Yund 3.y = 1,..., m} als Funktionen
von x, y und der Parameter Re, Pr,, Ec,, K,
(v=1,....mpund D, {v =L ..., m bzw. Dg,
{v=1,2).

Bei der betrachteten Grenzschichtstromung
hiangt das Geschwindigkeitsfeld von den Tem-
peraturfeldern gar nicht ab. Das Geschwindig-
keitsfeld wird einfach durch die Blasiusiosung
dargestellt (der Strich bedeutet Differentiation
nach x):

u=Fr, l’—w(ﬂf F) (3.1

mit der Ahnlichkeitsvariablen

e

Die Funktion F(n) 13st die Differentialgleichung

(32)

FF" +2F" =0 (3.3)
und erfiillt die Randbedingungen
F=F =0ftirnp =0,
F' = 1fiirp = . (3.4)

Durch die Substitution {3.1) werden der Ener-
giesatzund die Relaxationsgleichungen in lineare
partielle Differentialgleichungen fiir § und 8,

(v=1..., m) umgewandelt ;
28 nF—F a8 N
Fre—t K
ax T 2J&Re) 3y E s

v=1

(,, a8, aF —F &%, 1 o
X \F— 4+ = = —
dx 2 J(xRe) &y Pr;Re &y
Ec, (@F\?
—t . 35
+ (ay) (3.5)
Parallelerregung:
08, nF — F 05,
0x  2/(xRe) &y
=D, &) (v=1....,m. (3.6)
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Reihenerregung:
03, nF' —F 89,
Fox T2Jxr) 3
= Dg1(8 — 91) + Dga(3; — 84), 3.1
0%, nF' —F 09,
= —= = Dp,(8; — ). .8

Es liegt nahe, folgende Fille durch analytische
Stérungsrechnungen zu behandeln:

(a) Geringe Abweichungen vom unge-
hemmten thermodynamischen Gleichgewicht
in der Strémung

(b) Geringe Abweichungen vom(vollkommen)
gehemmten thermodynamischen Gleichgewicht
in der Strémung.

Im Grenzfall der Gleichgewichtsstromung (T =
T,. v=1,..., m) verlaufen die Relaxations-
prozesse unendlich rasch ab, so dass die Tem-
peraturen aller Molekiilschwingungsarten mit
der Temperatur der aktiven Freiheitsgrade
ibereinstimmen. Im Grenzfall der eingefrorenen
Stromung sind die Relaxationsprozesse voll-
kommen gehemmt. Die Temperaturen der
relaxierenden Molekiilschwingungsarten sind
dann konstant.

4. GERINGE ABWEICHUNGEN VON DER
GLEICHGEWICHTSSTROMUNG

Zuriickfiihrung der Temperaturberechnungen auf
die Lésung gewdhnlicher Differentialgleichungen

Bei Parallelerregung wird folgendermassen
angesetzt :

3 =8, + A3V(x, y) + o[4] fiir x, y = const,

4 -0. 4.1)
,03. npF' —F 09,
9~9v=Adv{F ™ Ww}
+ o[A] fiir x, y = const, 4 — 0,
v=1,...,m). 4.2)
Der Index e bezieht sich auf die Gleichgewichts-
stromung (D, = oo, v = 1,...,m). 3, findet sich

in der Literatur (siche etwa [4], S. 270):
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o<

wobei

E
- %’ ‘9e2 (Oa Prz):l 9e1(’1, Pr’e)

E
+ 55000 Pr), (43)

8,.(n. Pr,) = j [F()]" dé/_f)tF"(é)]"" dé
=7

@4
und
‘9e2(”a Pre)
= 2Pr, f [F(&]Pr{ [[F”(:)]Z FredZ}de (4.9)

¢ und ¢ sind Integrationsvariable. Pr, und Ec,
stehen fiir die Prandtlzahl bzw. Eckertzahl,
gebildet mit

¢, =Cpp + vzzlcv, (4.6)

der spezifischen Wirme bei konstantem Druck
der Gleichgewichtsstromung. Zwischen dem
Storparameter 4 mit 1 > 4 > 0 und den Dam-
kohlerzahlen D, besteht der Zusammenhang

D, ! = 4d,. 4.7)
Die d, hat man als Konstanten aufzufassen.
Wenn die Relaxationszeiten To(v=1,....m)

einander gleich sind, kann zweckmdssig dv =
1 (v=1,...,m) gesetzt werden. Wihrend der
Ausdruck in den geschweiften Klammern von
Gleichung (4.2) durch die Gleichgewichts-
stromung festgelegt wird, ist das bei dem
Koeffizienten 3'*)(x, y) nur dann der Fall, wenn
alle 7, und folglich auch alle d, einander gleich
sind. Die letzte Feststellung lisst sich spater an
Hand der Gleichungen (4.13) und (4.15) bis (4.17)
bestétigen.

Bei Reihenerregung bleiben die Entwick-
lungen (4.1) und (4.2) formal giiltig. Die Kon-
stanten d, hingen bei Reihenerregung mit den
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Damkdhlerzahlen und dem Stdrparameter 4
folgendermassen zusammen :

2Dz} = Ad,, 2Dx} + Dgit = Ad,.  (48)

Im Falle 1z, = 1z, wihlt man zweckmissig
d, =2undd, =3.

Zur Berechnung des Koeffizienten 9''(x, y)
gehen wir mit den Entwicklungen (4.1) und (4.2)
in den Energiesatz

,28  nF —F 3% Ec, (5F')2
dx  2/(xRe) 0y  Re \dy

a9 N L8 — 9)
" Pr,Re 0y* 2 K”{F Ox

s nF" —F 09 - %)
49

+ 2/(xRe) &y 49)
mit K,, = (Kc,r)/c, ein. Bei Beschrinkung

auf Glieder der Grossenordnung eins bleibt die
Differentialgleichung fiir 3,:

2
FY, + 2EcF"? + 58 =0. (410

Fiir die gesuchte Funktion 9"'Y(x, y) findet man
durch Koeffizientenvergleich die Differential-
gleichung:

a9y gF —F 89% 1 %W

3x T2JxRe) @  Pr.Re oy

- o F
- Z Kevdv{F i (—~ é}s">
1

+£:££G£@}
2,/(xRey 2y \ 2x °J)

Der Ausdruck in den geschweiften Klammern
auf der rechten Seite von Gleichung (4.11) lasst
sich folgendermassen umformen :

6 F nF —F o[ F
7_ —— ? A “—___9!
Fax[ 2x9"]+2\/(xRe) 6y[ 2 ]

_F

2

F:

4.11)

FS, .o ]
[}T*"EP'(FS”SB” + ...
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nF' — F
4x?

[F'9, + F§;]

1
=1 [3F'FY, + F29/]. 4.12)

Fiir die gesuchte Funktion 3'Y(x,y) wird nun
der Ansatz

9x, y) = x"10(n)

gemacht. Mit Benutzung dieses Ansatzes konnen
wir die linke Seite von Gleichung (4.11) wesent-
lich einfacher darstellen:

200 P —F % 1 a8
dx  2/(xRe) éy  Pr.Re &y

w2 1 F'o
= [PO +Pre9] ( 2.\'2> g

Fithrt man die Bezichungen (4.12) und (4.14) in
die partielle Differentialgleichung(4.11)ein,dann
ergibt sich eine gewdhnliche Differentialglei-
chung fiir die unbekannte Funktion &#):

{4.13)

F

4.14)

4
})—’:—6” + 2F0 + 4F'0 + C(3F'FS, + F%8))

= {4.15)
mit der Kennzahl
C.= Y K,d,. (4.16)
v=1
Als Randbedingungen hat man
8=0firp=0undn =oc0. (417)

Der Ansatz (4.13) und die Darstellungen (4.15)
bis (4.17) gelten formal fir Parallel- und
Reihenerregung.

Ahnlichkeitsbeziehungen
Die vorangehenden Ausfilhrungen zeigen,
dass in erster Ndherung gilt:

T—- T, x

x Ec..C., (41
T CT. 4 &n, Pr,, Ec,, C,) {4.18)
T_T,
— X _ _Emg prEc). 4.19)
T,— T, dA 2
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In erster Nidherung besteht bei den Ausdriicken
auf den linken Seiten von Gleichungen (4.18) und
(4.19) innere Ahnlichkeit. In der angebenen
Form gelten die Ahnlichkeitsbeziehungen (4.18)
und (4.19) fiir Parallel- und Reihenerregung. Der
Mechanismus der Energielibertragung (Parallel-
oder Reihenerregung) geht in d, und C, ein.
Unter den Bedingungen

m=2,7, =T,,Tr; = g2, K¢y = Ko2. (4.20)
gilt
(Ce) Parallelerregung — 074(Ce)Reihenerregung' (421)

Wiirmeiibergang an der Wand
Die ortliche Nusseltzahl ist folgendermassen

definiert :
— X(“"—)
6.}7 y=0

In erster Néherung giit nach Gleichung (4.1):

6—9- o= {9;(:1, Pr,, Ec,)

oy
+ g 0y, Pr,, Ec,, Ce)] \/ (R—:) (4.23)

Ein Mass fiir den Einfluss des thermodyna-
mischen Nichtgleichgewichtes auf den 6rtlichen
Wirmeiibergang an der Wand bildet die relative
Abweichung (Nu, — Nu,.)/Nu,,. Fiir sie besteht
die Ahnlichkeitsbeziehung
Nu, — Nu,, x _ 0 ((’), Pr,, Ec,, Ce). (4.24)
Nu,, 4 93.(0, Pr,, Ec,)
An der Plattenvorderkante versagen die
Formeln (4.23) und (4.24), weil (09/0y),-, als
Funktion von x nach Gleichung (4.23) an der
Plattenvorderkante eine nichtintegrable Singu-
laritit besitzt. Dieser Ubelstand erklirt sich aus
dem Versagen der Grenzschichtgleichungen an
der Plattenvorderkante.

Aus den Formeln (4.3) bis (4.5) folgt

Ece'geZ(Oa Pre) _ 1]
2

Nu, = (4.22)

9.0, Pr,, Ec,) = [
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L _(Fo)

- . (429
.(f) (F(©)fr=d¢

Der Ausdruck in den eckigen Klammern von
Gleichung (4.25) verschwindet fiir

2

= o
Ec, = Ec? 5.0.Pr)

(4.26)

Abbildung 2 enthilt eine numerische Auswert-
ung der Ahnlichkeitsbeziechung (4.24). Ein

15

x|
u
N o3
S
L2
§
-0,5 ’x
i
C.2048!, Pr,=0,51,C0; &,‘
C,=1 bis 5,Pr, =0,755 L'
%
1.0} H

-1,5 ] | ll
<05 ) 05 1,0

Ec,
£cr

ABB. 2. Relative Abweichung der ortlichen Nusseltzahl an

der Stelle x von dem zugehorigen Wert bei Gleichgewichts-

stromung als Funktion der Eckertzahl Ec, bei festen Werten

fiir die Prandtlzahl Pr,, die Kennzahl C, und den Stor-
parameter 4.

deutlicher Einfluss des thermodynamischen
Nichtgleichgewichts auf den Wirmeiibergang an
der Wand zeigt sich in einer Umgebung der
kritischen Eckertzahl Ec¥. Die Singularitit an
der Stelle Ec, = Ec? erklart sich einfach aus der
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Tatsache, dass fir Ec, = Ect im Grenztall der
Gleichgewichtsstromung  iiberhaupt  kein
Wirmeiibergang an der Wand stattfindet.

Aus Gleichung (4.25)und F"(1) > Ofury > 0
schliesst man

Ce

Ec§<1

Nu,, >0 fir

JXRe>0. (427

Ec,
Ec¥

Die Kurven mit ganzzahligen C_-Werten kann
man sich (hypothetischen) polyatomaren Kiihl-
mitteln zugeordnet denken, bei denen Rei-
henerregung mit durchweg gleichen Relaxations-
zeiten realisiert ist. Die nichtausgezogenen
Kurven bezichen sich auf das Kiihlmittel CO,.
In diesen Fillen wurden gleiche Relaxations-
zeiten angenommen. Bei Parallelerregung
(Kurve C, = 0,24 und 0,481) wurde d. = 1, bei
Reihenerregung (Kurve C, = 0,6) d, = 2. d,
3 gesetzt. Den Berechnungen der Schwingungs-
wirmen liegt das bekannte Modell des har-
monischen Oszillators zugrunde. Die Prandti-
zahlen ergeben sich mit Benutzung von
Niaherungsformeln fiir den Reibungsko-
effizienten und die Wirmeleitfahigkeit {([2],
Tabelle 1-B und 1-C). Tabelle 1 gibt Auskunft
iiber die Temperaturen T zu den drei bespro-
chenen Kurven und iiber die beiihrer Berechnung
beriicksichtigten Schwingungsarten (vibrational
modes). Die verschiedenen Schwingungsarten
von CO, findet man in Tabelle 2 zusammen-
gestellt.

Nu,, < 0 fiir > 1

Tabelle 1. Erlduterung zu Abb. 2

Kurve T(°K)  Beriicksichtigte Schwingungsarten
— = 350 m = 2. nur Biegeschwingungen

- - 350 m = 2, nur Biegeschwingungen
XXXXX 1200 m = 4, alle Schwingungsarten

Die Auswirkung des thermodynamischen
Nichtgleichgewichts auf den Wirmeiibergang
an der Wand hidngt wesentlich von dem
Mechanismus der Energieiibertragung (Parallel-
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Tabelle 3. Schwingungsarten von Kohlendioxyd. 0,, ist die
charakteristische Schwingungstemperatur der v-ten Schwin-

gungsart
v Schwingungsart 8,. (K}
1
1.2 o C Q Biegeschwingung 959
! l
3 0O—- C «O symmetrisch 1920
4 «0O C- «O asymmetrisch 3380

oder Reihenerregung) ab. Nach den Kurven in
Abb. 2 zu urteilen, verbessert das thermo-
dynamische Nichtgleichgewicht die Wandkiih-
lung verglichen mit dem Grenzfall der Gleich-
gewichtsstromung, falls 0 < Ec/Ec¥ < 1 gilt.
Die Giiltigkeit dieser Aussage, welche eine
Eigenschaft der Ahnlichkeitslosung &7, Pr,.
Ec,, C,) widerspiegelt, ist natiirlich an die
Voraussetzung geringer Abweichung vom unge-
hemmten thermodynamischen Gleichgewicht
gebunden.

5. GERINGE ABWEICHUNGEN VON DER
EINGEFRORENEN STROMUNG

Die Stérungsrechnung zu dem vorliegenden
Fall muss folgendem Sachverhalt Rechnung
tragen : Nicht nur in der Anstrémung, sondern
auch unmittelbar an der Plattenwand herrscht
ungehemmtes thermodynamisches Gleichge-
wicht. Letzteres ldsst sich aus den Relaxations-
gleichungen bei Beachtung der Haftbedingung
an der Wand ablesen. Der Ubergang von der
nahezu eingefrorenen Aussenstrémung zur
Gleichgewichtsstrébmung unmittelbar an der
Wand volizieht sich in einer “Relaxations-
grenzschicht”, in der grosse Schwingungstem-
peraturgradienten auftreten.

Die Temperaturfelder ausserhalb der Relaxa-

tionsgrenzschicht  beschreiben wir  durch
asymptotische Entwicklungen zu dem
“dusseren” Grenziibergang.

6 -0, x,y = const. (5.1)

. Innerhalb der Relaxationsgrenzschicht beschrei-
ben wir die Temperaturfelder durch asymp-
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totische Entwicklungen zu einem geeignet zu
wiithlenden “inneren” Grenziibergang:
y
Y ==,
G(3)

0<G(®)—~0 fird—0 (5.2

Die Festlegung der Funktion G(8) und damit die
Streckung der Koordinate senkrecht zur Wand
bleibt zunichst offen. Zwischen dem Stdrpara-
meter 6 mit 1 » >0 und den Damkoh-
lerzahlen besteht der Zusammenhang:

5b\: =Dv< 1.

-0, x,Y =const,

v=1,..., m (Parallelerregung)
(5.3)
Sbg, = Dg, < 1, v =12 (Reihenerregung)

Die b, und by, sind als Konstanten aufzufassen.

Stromung aussérhalb der Relaxationsgrenzschicht
Wir gehen bei Parallelerregung aus von den
Entwicklungen

3 =38:0m) + 83(x, y) + o[8] fiird -0,

0 < y, x = const. (5.4)
fiir 3 und
,09, nF —F 09,
F x + 3JRo) 3y = 8b,3,(n) + o[d]

fird -0, 0 < y,x =const(v=1,...,m(5.5)
fiir die Relaxationsgleichungen.
8,(n) = 8., Pry. Ecy) (5.6)

beschreibt (T — T AT, — T} im Grenzfall
der eingefrorenen Stromung.

Bei Reihenerregung bleibt Gleichung (5.4)
formal bestehen. An die Stelle der Entwicklungen
(5,5) tritt:

.88, nF' —F 8§,

P —“—2\/(xRe) “5}7 = Obg;9,(n) + o 9]
firo -0, 0 <y x =const. 5.7)
692 ﬂFr - F 6192

F =o[d] firé —0,

o T2J(xRe) 3y

0 < y, x = const. (5.8)
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Die Entwicklungen (5.4) und (5.5) werden nun
in den Energiesatz (3.5) eingefiihrt, dann bleibt
bei Beschrinkung auf Glieder der Ordnung eins
die Differentialgleichung fiir 9,

FY, + 2Ec,F"? + —%"97‘ =0. (5.9)

Pr,

Fiir die Funktion 3(x,y) findet man durch
Koeffizientenvergleich

F’§ + nf’ - F Q?_
0x ZV;(xRe) dy
+ 8 zm:K b———L——@ (5.10)
fv=1 fv v"PrfRe ayz .
Mit dem Ansatz
3 = xBp) (5.11)

geht die Differentialgleichung (5.10) iiber in eine
gewdhnliche Differentialgleichung fiir 8:

’ FI 1 44 —_—
Fo-30 F}}'B +C9,=0 (512)

mit

m

C;= Y Kby, (5.13)
v=1
Als Randbedingungen hat man
0 =0 firyp=0undn = 0. (5.14)

Die Randbedingung fiir # an der Wand recht-
fertigt sich im nachfolgenden Abschnitt iiber
die Stromung innerhalb der Relaxationsgrenz-
schicht.

Bei Reihenerregung bleiben der Ansatz (5.11)
und die Aussagen (5.12) bis {5.14) formal giiltig,
wenn m = 1 und bg, statt b, gesetzt wird.

Zur Berechnung von 3,(v =1,..., ‘m) fithren
wir den Ansatz

3, = 6x86,(n) + o[d] fiiro - 0,

O<y,x=const(v=1..., m) 5.1%)

in die Entwicklungen (5.5) bzw. (5.7), (5.8) ein.
Durch Koeffizientenvergleich ergeben sich
gewdhnliche Differentialgieichungen fiir die
unbekannten Funktionen 8,:
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Parallelerregung :
F'o, —f; ,— b3, =0 (v=1...,m). (5.16)
Reihenerregung:
Fo, ~ gei — bp3, = 0. (5.17)

Die dusseren Entwicklungen (5.15) miissen der
Randbedingung im Unendlichen geniigen:

8,=0 firn=co(v=1,...,m. (5.18)

Nach der Methode der Variation der Kon-
stanten findet man fiir die allgemeine L6sung
der gewohnlichen Differentialgleichung (5.16)
die Darstellung

2 Y'gf(é) )
0, =F (n)(A + 2b‘.J‘ 5 )

n>0(v=1...,m). (5.19)

Die Randbedingung (5.18) bestimmt die wili-
kiirliche Konstante A :

A=0 (5.20)

Bei Reihenerregung verschwindet 6, identisch
in 5. Die Losung 8,() liefert Formel (5.19) mit
A = 0 und by, statt b,.

Strgmung innerhalb der Relaxationsgrenzschicht
Die Funktionen 6/(y) verhalten sich—
abgesehen von 6, bei Reihenerregung—singuldr
an der Stelle 5 = 0. Diesen Ubelstand ver-
schuldet die Verstiimmelung der rechten Seiten
der Relaxationsgleichungen durch die dussere
Entwicklung. Man sieht sofort, die durch Ver-
nachlissigung der Restglieder o[8] gendherten
Relaxationsgleichungen (5.5) und (5.7 versagen
unmittelbar an der Wand; sie liefern dort
ndmlich von null verschiedene substantielle
Ableitungen der Schwingungstemperaturen.
Der innere Grenziibergang ist so vorzuneh-
men, dass dabei die Relaxationsgleichungen zu
Aussagen werden, welche sich mit dem unge-
hemmten thermodynamischen Gleichgewicht
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unmittelbar an der Wand vertragen und welche
verglichen mit den Ausgangsgleichungen mog-
lichst wenig entartet sind. Diesen Anspriichen
geniigt die Wahl
G(d) = 4, (520

wie wir anschliessend sehen werden.

Die Relaxationsgleichungen (3.6) bis (3.8)
fassen sich leicht auf innere Koordinaten x, Y
umrechnen. Mit Benutzung der Definitionen

Ul

_— -2
= Gy G( 5) HZ) = FIGIOZ)G™(d).
f(2) = yiz) (5.22)
kommt heraus: dz
Parallelerregung :
G() ., 29, G(é)(Zf =N,
5 c'%c 26,/(x Re) 0Y
=h{3 —3)v=1,..., m). {5.23)
Reihenerregung :
Gd) 09, G)(Zf' — 1129,
ox 26,/(x Re) @Y
= bgy(3 — 8,) + bga(9, — (5.24)
G(é) 29, GO (Zf — )29,
X 20,/(xRe) dY
= bR2(31 - 82) (5.25)

Den Zahler des Koeffizienten von &3,/¢Y
kénnen wir mit Benutzung der Randbedingun-
gen (3.4), der Differentialgleichung (3.3) und
F"(0) # 0 in eine Potenzreihe um 7n = 0 ent-
wickeln:

GXd) (Zf' ~f) =nF(n — F(y)
F ( )(G(é)Z)z + 0[(G(6)Z2)’].  (5.26)
Man bestatigt leicht:
GO = F'(0) G(OZ + Ol(G»H2)*]. (527

Die Gleichungen (5.22) bis (5.27) lassen erken-
nen : Fiihrt man bei den Relaxationsgleichungen
den inneren Grenziibergang durch. dann bleibt
bei Parallelerregung ein Glied sowohl mit
88,/0x als auch mit 43,/8Y und mit $-8, nur
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dann bestehen, wenn G(§) wie & verschwindet
fir 6 > 0. Entsprechendes gilt bei Reihenerre-
gung. Die Ergebnisse des inneren Grenziiber-
ganges mit G(§) = J lauten bei den Relaxations-

gleichungen:
Parallelerregung :
. F ”(O)Z2 09,
Fo) Za_x 4./(xRe) 3Y
=b (9v—— $)v=1,...,m. (5.28)
Reihenerregung :
. 6.91 F”(O)Z2 29,
Foz7> ox /(xRe) Y
= bR1(9 81) + bra($2 — 9)), (5.29)
. F”(O)Z2 03,
F (O)Z 4\/(xRe) Y
=bga(3; — %2). (530

Offenbar vertragen sich die Naherungen (5.28)
bis (5.30) fiir die Relaxationsgleichungen inner-
halb der Relaxationsgrenzschicht mit der
Forderung des ungehemmten thermodynami-
schen Gleichgewichts unmittelbar an der Wand.
Eine Losung der Differentialgleichungssysteme
(5.28) und (5.29), (5.30), welche die Rand-
bedingungen fiir 3 und 3, an der Wand erfiillt,
lasst sich sofort angeben :

I =8=1 (5.31)
Aus dem Energiesatz
(Zf" — £)G(o) 88

— z

G(6)f + 2J(xRe) 6Y+5
1 8 1 Ec,<af'>2

" Pr/Redy? 6@ " Re\oY (5.32)
mit
= Z K, b (3 — 9,) bei Parallelerregung,

v

2 =K;i(bgi[3 — 811 + bga2[92 — 841
+ K ,,bg,[8; — 9,)beiReihenerregung (5.33)
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findet man mit Hilfe der Entwicklungen (5.26)
und (5.27):
62.9 1 82

9

innerhalb der Relaxationsgrenzschicht. (5.34)

09/0y und 8 besitzen offenbar das gleiche
asymptotische Verhalten. Wir erkennen:

Fiir die Temperatur der aktiven Freiheits-
grade gibt es keine Relaxationsgrenzschicht.
Die dussere Entwicklung (5.4) gilt auch inner-
halb der Relaxationsgrenzschicht.

Warmeiibergang an der Wand

Ein Mass fiir die Abweichung des ortlichen
Warmeiiberganges an der Wand von dem
zugehorigen Wert in eingefrorener Stromung
bildet die relative Abweichung (Nu, — Nu, )/
Nu,,.Nu,, bezeichnet die oOrtliche Nusselt-
zahl in eingefrorener Strémung. Die Formeln
(4.22),(5.4),(5.6)und (5.11) fithren zu der Ahnlich-
keitsbeziehung

Nux_Nuxfi_ g’(O,PrI,ECf,Cf)
Nu, ox  840.Pr.Ec)

Sie gilt wie Gleichung (4.24) fiir Parallel- und
Reihenerregung. Der Mechanismus der Energie-
iibertragung (Paralle]- oder Reihenerregung)
gehtin die Kennzahl C ein:

ZKfva
Cf ={v=1
Kflel

(5.35)

(Parallelerregung)

_ (5.36)
(Reihenerregung)

Die Aussage (5.35) ist an die Voraussetzung
geringer Abweichung von der eingefrorenen
Strémung gebunden.

Wir konnen aber mittels Gleichungen (4.3)
bis (4.5) leicht das Verhéltnis Nu, /Nu,_, finden:

Nu,, 840, Pr_Ec,)

Nu,, = ¥ {0, Pry, Ecy)

Ec
(1 2

- E
(l - 76’992(0, Pr ,)) 3.0, Pr))

—3.,(0, Pr ))9;1(0 Pr)

(5.37)

Fiir Prandtlzahlen nahe eins gilt in guter
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Naherung([4], Gleichungen(12,71a)und (12,75))
9,,(0, Pr) = — 0,332(JPr,\
8,00, Pr) =(/Pr).  (538)

Diese Naherungen gestatten, das Ergebnis (5.37)
fiir Prandtlzahlen nahe eins wesentlich ein-
facher zu schreiben :

| - Ec,
Nu,, Ec¥ p
Nuy | Ec \/ < \3/ Cor
Ec* Cpr )
Ec* = (5.39)

JPr.

Nach Formel (5.39), Gleichung (4.25) und den
Ungleichungen (4.27) sind folgende Fille zu
unterscheiden :

Ec, Wandautheizung bei Gleichgewichts-
Ec* und eingefrorener Stromung
Ec c Wandkiithlung bei
0< —E—-:- < \/ (Lf) Gleichgewichts-und
Ce r,, eingefrorener Stréomung
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Wandkiihlung bei Gleich-
Ec. _ \/ (.C..QL) gewichtsstrémung, kein
Ect p Wirmeiibergang bei
eingefrorener Stromung
Wandkiihiung bei
Cof Ec, i Gleichgewichts-
”5;) Eéf <L strdmung, Wandauf-
heizungbeieingefrorener
Stromung
Ec kein Wirmeiibergang bei Gleich-
-~ =1, gewichtsstrdomung, Wandaufheizung
Ect . -
¢ bei eingefrorener Strémung
Ec, Wandaufheizung bei Gleichgewichts-
Ec*~ ' undeingefrorener Strémung

In Abb. 3 findet man Nu,/Nu,, iber Ec/Ec}
aufgetragen nach Formel (539). Der Wert
c,/c,; = 15/7 gilt fiir das Kithlmittel Kohlen-
dioxyd, wenn alle vier Schwingungsarten voll
erregt sind. Wir entnehmen dem Kurvenverlauf,
dass der Wirmeiibergang bei Gleichgewichts-
stromung und eingefrorener Strémung fiir ein
bestimmtes negatives Verhidltnis Ec/Ec}
derselbe ist.

Formel (5.39) deutet darauf hin, dass thermo-

4

T
J
|
}
i
i !
_______________ S
[
sl x Cr 15
xR =15 !
3
22 G 7 |
|
or |
|
{
i
i
. | | i |
-2 2 ) | z 3
£ce
£c,

ABB. 3. Verhiltnis der 6rtlichen Nusseltzahlen an der Stelle x
bei Gleichgewichtsstromung und eingefrorener Strémung als
Funktion der Eckertzahl Ec, dividiert durch die kritische
Eckertzahl Ec*. Das Verhiltnis der spezifischen Warmen
bei konstantem Druck bei Gleichgewichtsstromung und
eingefrorener Stromung betrigt 15/7. Die gestrichelten
Linien stellen die Asymptoten Nu,/Nu,, = (c,/c,;)} " * bzw.
EcJEct = (c, /c,) dar.
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-la | == cr=036,Pr 20573 [/
——= £,20,158, Pr; 0,573 {/
f

/

]
'.
{

X £,=0927,Pr;=0,265 '1’
— ,20,6;1 , Pr,=Q573 “ X
‘j x
=19 ci z“ * 2
Ec,
Iz

AsB. 4. Relative Abweichung der ortlichen Nusseltzahl an

der Stelle x von dem zugehérigen Wert bei eingefrorener

Stromung als Funktion der Eckertzahl Ec, bei festen Werten

fiir die Prandtlzahl Pr,, die Kennzahl C, und den Stor-
parameter .

dynamisches Nichtgleichgewicht den Wérme-
iibergang bei polyatomaren Gasen (c,/c,; > 1)
stark beeinflussen kann.

Abbildung 4 enthilt eine numerische Aus-
wertung der Ahnlichkeitsbeziehung (5.35). Die
nichtausgezogenen Kurven beziehen sich wie
in Abb. 2 auf das Kiihimittel Kohlen-
dioxyd. In diesen Féllen wurden gleiche
Relaxationszeiten angenommen und b, =1
(v =1,...,m), bg, = 1 gesetzt. Der Berechnung
der Schwingungswiirmen ¢, in den Kennzahlen
K, liegt das bekannte Modell des harmonischen
Oszillators zugrunde. Die Prandtizahlen Pr,
in Abb. 4 hiangen mit den zugehorigen Prandtl-
zahlen Pr, in Abb. 2 folgendermassen
zusammen :
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Pr, = Pre—"i,
Cp
2
o142 E (9..) _-__—19 . (540)
Cof Ta= T sinhz(l>
2T

Die Werte fiir m und T sowie die charakteristi-
schen Schwingungstemperaturen 6,, sind den
Tebellen 1 bzw. 2 zu entnehmen, welche auch
fiir Abb. 4 gelten. Die Singularitit an der Stelle

Ec; = Ect = (5.41)

_
8.2(0, Pry)

erklért sich einfach daraus, dass fiir Ec, = Ec}
bei eingefrorener Stromung (berhaupt kein
Wiarmeiibergang stattfindet. An die Stelle der
Aussage (4.27) tritt bei eingefrorener Stromung

.. ch
Nu,, > Ofur—E—E; <1

,</(xRe}) > 0. (5.42)
Ec
N > _-L 1
u,, < Ofir Ect >

Nach den Kurven in Abb. 4 zu urteilen, verbes-
sert sich die Wandkiihlung bei Abweichung von
der eingefrorenen Stromung, falls 0 < Ec,/Ec}
< 1gilt,
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THE COOLING PROBLEM IN LAMINAR BOUNDARY LAYERS OF REAL GASES

Abstract—The laminar boundary layer on a flat plate is investigated at a fixed wall temperature, the
oncoming stream being subsonic and in thermodynamic equilibrium. The fluid is a mixture of thermally



1630

GUNTER ROMBERG

perfect gases exhibiting vibrational relaxation processes. Two mechanisms of energy transfer are in-

vestigated : excitation in parallel and excitation in series. Similarity solutions describe the boundary-layer

flow in the near frozen and near equilibrium case, if the difference between the wall temperature and the

temperature of the oncoming stream is sufficiently small. Vibrational nonequilibrium can exert an

important influence on the local heat transfer at the wall in a certain range of Eckert numbers. Strong

influence of vibrational nonequilibrium on the local heat transfer at the wall can occur with polyatomic
coolants.

LE PROBLEME DU REFROIDISSEMENT DES GAZ REELS EN COUCHE LIMITE
LAMINAIRE

Résumé— On considére la couche limite laminaire sur plaque plane a4 température pariétale fixée,
'écoulement incident étant subsonique et en équilibre thermodynamique. Le fluide est un mélange de
gaz parfaits avec relaxation vibrationnelle. On étudie deux mécanismes de transfert d’énergie: excitation
en paralléle et excitation en série. Des solutions de similitude décrivent la couche limite-au voisinage du
cas gelé et du cas déquilibre si la différence entre température de paroi et température de I'écoulement
incident est suffisamment petit. Le déséquilibre vibrationnel peut exercer une influence importante sur
le transfert thermique local & la paroi dans un certain domaine du nombre de Eckert. Le déséquilibre
vibrationnel exerce une forte influence sur le transfert thermique local pariétal avec les réfrigérants
polyatomiques.

MNPOBJIEMA OXJAMIEHUA B JAMMHAPHBIX ITOIPAHUYHBIX CJIOAX
PEAJIBHbBIX TA30B

Anporamua—HMcenenyercs nammHapHH# NOrpaEMYEBI CHOM HA NIOCKOW IJTACTHHE UpH
onpefeNéHHON TeMneparype CTeHKH, HOrAa Haleraiowyii nOTOK ABIAETCA JOZBYKOBHIM U
HAXOJMTCH B TepMOXMHAaMMYecKoM pasmosecun. Himgkocte npepcrasaser coGoft cmecsh
TEPMUYECKH HASANbHAX TA308, B KOTOPO# IPOHCXOAAT BuGpaBOHHEIE IPOECCH PEeJAKCAtUN.
HecnenyioTca [Ba MexaHM3Ma II€PeHOCA SHEPTUM : NApayielbHOe M TIOCIEA0BATEIBHOE
BosOyxpmenne. Tedenue B NOrpaHMYHOM CIIO¢ B HBABHBAMOPOMEHHOM M B KBA3UPABHOBECHOM
ClIy4ae ONMCHBAETCA MOROGHHIME DENICHUAMM, €C/IHM PABHOCTL MEMLY TeMIepaTypoll CTeHKH
U TeMmepaTypol Haferaiomero MHOTOKa AOCTaTouHo Maja. BulpaumonHOe HepaBHOBecue
MOMET OKABHBATL 3HAYMTE/LHOE BJIMAHME HA JIOKAJILHBIM NEpPeHOC TeIvla Ha CTeHke Npu
HCMOIBBOBAHMH NOMHATOMHLIX OXJafuTeelt.



